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“Material Suplementar para Yang-Mills-Shaw e as equacoes de Maxwell
nao-Abelianas”

Apéndice A

1. Setor de Dirac massivo

Neste apéndice vamos contruir o setor de Dirac massivo a partir dos setores de Weyl Left-Handed, construido
previamente, e do setor de Weyl Right-Handed. Como ja mencionamos anteriormente, quando o autovalor do operador
helicidade de uma dada particula é —h/2, esta particula é chamada de méao direita (ou particula Right-Handed).
Desta forma, ao procedermos de maneira analoga ao que foi feito na secao III deste trabalho, mas agora para uma
particulas de méao direita, obtemos a equagdo de Weyl para férmions Right-Handed como sendo

(thdy — ihed - V) x =0, (1)

com x dado por
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Note, portanto, que as equagoes (12) e [1] sdo inteiramente desacopladas, mas nada nos impede de as escrever de
uma maneira mais compacta. Para tal, definiremos o seguinte objeto ¥ como

wz(i). (3)

Perceba que ¥ possui quatro componentes, as duas primeiras localizadas no setor left e as duas tultimas localizadas no
setor right. Dessa maneira, é conveniente que definamos, em notagao indicial, &, com a = (1,2) e x4 com a = (1,2).
Para o espinor completo ¥ associaremos um indice grego, ¥,, com a = (1,2, 3,4), de modo que as componentes 1 e 2
estao associadas ao setor left enquanto que as componentes 3 e 4 ao setor right.

A fim de compactar os dois setores de Weyl em uma expressao uinica, vamos definir as seguintes matrizes:
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sendo I» a matriz identidade de ordem 2. Agora veja que estas matrizes acima definidas possuem as seguintes
propriedades:
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percebe entdo que as matrizes gama obedecem uma algebra de Clifford [2, 1], tal como as matrizes de Pauli. Com as
defini¢oes acima podemos escrever as equagoes de Weyl, para ambos os setores, de maneira unificada como

(thyoO + ihey - V) ¥ =0, (6)

ou ainda
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com g = 7. A definigdo da matriz vy é importante para que seja possivel unificar a notacdo, isto é, podemos escrever
~u com g = (0,1,2,3), de modo que a &lgebra de Clifford, expressa através da relagdo de anticomutagéo

{'Y/u 'Yu} = 277uua (8)

com 1), = diag(1l,—1,—1,—1), torna-se evidente.

E importante destacar aqui que, as equagoes de Weyl e sua descri¢do unificada nos levam naturalmente a construcao
de uma 4lgebra de Clifford que exibe uma métrica 7, que identificamos como sendo a métrica de Minkowski [3].
Discutindo ainda um pouco mais a algebra associada as matrizes gama, podemos definir ainda uma quinta matriz s
como

Y5 = iY0Y1Y273- 9)

Veja entao que, através de um céculo direto é possivel mostrar algumas propriedades importantes relacionadas a
matriz s, tais como:
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As propriedades da matriz 5 acima listadas nos permitem construir um operador importante, o chamado operador
projecao P. Este operador, escrito como

1+
Py = 275, (11)

é tal que P} = Py (operador idempotente), P, P_ =0e P, + P_ = I,. Tais propriedades nos permitem ver que um
dado espinor ¥ qualquer pode sempre ser escrito como

U= (P, +P)U =0, +T_. (12)

A decomposicao do espinor em ¥, e W_ estd, portanto, ligada justamente aos setores left e right, isto é, a ideia de
quiralidade. E importante também ressaltar que as matrizes gama como apresentadas em (12) sdo ditas estarem na
representacao de Weyl. Para mais detalhes acerca das representagoes das matrizes gama vide [4].

Finalmente podemos entdo iniciar a discussao sobre a inclusdo da massa no setor fermidnico. Para tal note que os
setores left e right tém suas quiralidades trocadas mediante atuacao das matrizes gama, ou seja,
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Além disso, veja que os dois termos presentes na equagao de Weyl tém dimensdo de energia, de modo que caso
queiramos adicionar um termo extra de energia, tipo mc? devemos respeitar a quiralidade, isto é,
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Quando M = M obtemos exatamente a equacio de Dirac.
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