Revista Brasileira de Ensino de Fisica

https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2020-0475

Material Suplementar de
"Modelos do gelo e transi¢des de fase"

A Modelo de Ising

A.1 Sistema de spins de Ising

Os spins podem ser encontrados em dois es-
tados, tradicionalmente denotados por +1 ("para
cima") e —1 ("para baixo"), e interagem com cada
outro spin e com o campo magnético externo. Es-
ses spins serdo identificados com os noés (vértices)
de um grafo, que serd o modelo da estrutura cris-
talina.

Considere um conjunto finito de pontos V com
a estrutura de grafo ndo orientado sem loops e com
no méximo uma aresta entre cada par de pontos.
Quando {7,j} é uma aresta do grafo, diremos que
j €V é um vizinho de i € V. Em cada sitioi € V
encontra-se uma variavel ¢; tomando dois possiveis
valores, 1. Um estado microscépico do sistema,
geralmente chamado de configuragio, é dado pelo
estado especifico dos spins em cada vértice, isto €,
por um elemento w € Qy := {—1,1}V. A variavel
aleatéria ¢; : Qy — {—1,1} definida por ¢;(w) := w;
da o valor do spin no vértice i, e a configuragdo w
é também geralmente chamada de spin em i.

As interag0es entre os spins sdo definidas de tal
forma que:

o Os spins interagem somente com os spins locali-
zados em sua vizinhanga (no sentido de grafos).
Assumindo que os spins em dois sitios dis-
tintos i,j € V interagem se, e s6 se, o par {i, ]}
é uma aresta do grafo, q denotamos por i ~ .

o A interagdo deve favorecer a concorddncia entre
os valores dos spins. Na forma mais simples
do modelo, a qual é tratada aqui, isto é feito
da seguinte forma: um par de spins nos vér-
tices i e j de uma aresta decresce a energia
global das configuragdes se elas concordam
(6i = G;), e cresce se elas diferem. Mais pre-
cisamente, os spins nos vértices das arestas
{i,j} contribuem para a energia total por uma
quantidade —f¢;c;, onde > 0 mede a forga
da interagdo, e também interpreta o inverso

da temperatura. Assim, em baixas tempera-
turas, configuragdes nas quais a maioria dos
pares de vizinhos estdo alinhados tem menor
energia.

e Cada spin pode interagir com um campo magné-
tico externo. No caso de um campo magnético
externo constante /1 € R agindo sobre o sis-
tema, sua interagdo com o spin no sitio i con-
tribui para a energia total pela quantidade
—hg;. Isto é, quando o campo magnético é
positivo, as configuragdes com maioria dos
seus spins iguais a +1 tem menor energia.

A energia de uma configuragdo w é obtida atra-
vés da soma das intera¢des sobre todos os pares, e
pela adicdo da interagdo de cada spin com o campo
magnético:

Hi=—B) 6igi—h) g 1)

i~j i

A func¢do H é também conhecida como o Hamil-
toniano. De acordo com a Mecénica Estatistica, a
probabilidade de observagdo do sistema na confi-
guragdo w é dada por

H(w) =~ exp(~H(w)), @

onde e~ (@) & conhecido como peso de Boltzmann.
A constante de normalizagdo

Z:= Z exp(—H(w))

wey

®)

desempenha um importante papel na teoria, e é
conhecida como fungdo de partigio.

Dois pontos i,j € Z sdo vizinhos proximos se
|i —il =1, que denotamos por i ~j. Denotamos
por Vi uma caixa de tamanho linear N unidimensio-
nal,

Vi={x€eZ:0<x< N}, 4)

representada na Figura (1| Para mais detalhes, veja

[].
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Figura 1: [1] Caixa unidimensional.

O objetivo é estudar o modelo de Ising em uma
caixa grande Vy. Assim, iremos considerar o mo-
delo através de uma sequéncia de caixas crescentes
Vi,Va,...,VN,..., e descrever o seu comportamento
no limite termodindmico, isto é, quando N — co. A
energia livre é dada pelo limite (quando este existir)

P(B,h) = lim 1

N—oo ‘VN|

log Zy, g,n- (5)

Uma transicdo de fase pode ser interpretada
como uma singularidade da energia livre em al-
guma das suas varidveis. Em geral, o compor-
tamento assintético (quando N — oo) do sistema
descrito pela distribui¢do de Gibbs em uma caixa
suficientemente grande pode ser relacionado com
as propriedades analiticas da energia livre em h.
Assumindo que o limite e as derivadas podem ser
intercambiados (o que acontece sob certas circuns-
tancias),

oyp(h)

5 lim

N'ooo [Vy| 9 OB ZVNA

~ lim <MN> — mg(h),
N—oo |VN| VN,‘B,h

e portanto, a magnetizacdo média estd relacionada
com a derivada da energia livre.

A energia livre (1) do Modelo de Ising uni-
dimensional é analitica em & em todas as tempera-

(6)

turas. De fato, temos

oPg(h)
oh
2P cosh(h)senh(h)
/2P cosh? () —2senh(2p)

\/6’2/5 cosh?(h) — 2senh(2B) + ef cosh(h) .

@)
+ ePsenh(h)

Em particular, %(0) = 0. Somente no limite

B — oo a fungao g (h) se torna nao diferencidvel
em h =0, pois

cosh(msenh(i) | oy (1)

lim alpﬁ(h) _ v/ cosh?(h)—1
poo Ok cosh?(h) —1 + cosh(h)
1 seh>0
o { -1 seh<0’ ®)

eolimite lim lim mg(h) ndo existe. De fato, para

h— 000 p—00
qualquer B > 0, temos mg(h) =1 quando h — 400
e mg(h) = —1 quando h — —oo. Portanto,
p
. B 1 seh >0,
ﬁh_)n;om (h) = { -1 seh<O, ©)

e a derivada da energia livre ndo é continua em 0
e P ndo ¢ analitica no limite f — oo.

Figura 2: [1] A energia livre ¢(h) para B = 0.8 a esquerda e f = 2 a direita.

Pela expressdo explicita em a aplicacdo
h — g(h) é analitica e assim, diferenciavel com
respeito a h. Como mencionado anteriormente, a
derivada da energia livre representa a densidade

Seja Ty o grafo obtido por ligar N —1 com 0 em
Vn ={0,1,...,N — 1} como um toro (Figura . For-
malmente, Ty é obtido de Vy adicionando uma

de magnetizacdo média mg(h) = alpgéh), que no

caso do Modelo de Ising unidimensional, é repre-
sentado na Figura

aresta entre N — 1 e 0. Ao transformarmos V,, em
T,, estamos caracterizando as condigdes de contorno
periddicas.
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Figura 3: [1] mg(h) para p=0.8 e = 2.

Figura 4: [1I] Envolvendo Vi em um toro T.

Iremos calcular g (h) usando o toro Ty ao in-
vés de V. A saber, como o grafo Ty pode ser
obtido e Vyy adicionando uma aresta (conectando
N —1 a 0), temos

—B < Hyypu(w) = Hry pn(w) <B. (10)
Por consequéncia, efﬁZTN,ﬁ,h < Zyypn < eﬁZTN,ﬁ,h.
Assim, se existe, o limite é

1
Iim —

11
N—oo \VN| ( )

log Zry g = Pp(h).

A vantagem de se trabalhar com Ty ao invés de
VN é que _ZTN,ﬁ,h pode ser escrito como o trago de
uma matriz 2 x 2. De fato, assumindo a condi¢ido
de contorno periédica wy = wy,

Z o Hvy pn(w)

OJEQVN

N—1
- Z H ePwiwip1+hw;
w=t1  i=0
j€l0,..,N—1}

N—1
= Z H Awi,wf+1 ’
wj::tl =0
jef0,..,.N—1}

Z1y B

(12)

onde os nimeros A, . = efth, A, = Pth
A =ceP e A =ef podem ser coloca-
dos na forma de uma matriz, chamada matriz de

transferéncia:
oBth o pth
A= (eﬁh oBh ) . (13)

Uma observacéo util € que Zr, gz pode ser inter-
pretado com o trago da N-ésima poténcia de A:

LTy ph = Z (AN)wo,wo = tr(AN).
wO:il

(14)

A tem dois dois autovalores AL > A_ dados por

A+ = ePcosh(h) + \/625 cosh? (/1) — 2senh(2p).
(15)
Como A pode ser diagonalizado, A = BDB™!
onde D é uma matriz diagonal cujos elementos
da diagonal sdo A4 e A_, e como o trago satisfaz
tr(GH) = tr(HG), temos
Zrypp=tr(AN) =tr(BDNB™1) = tr(DN) =AY + AN,
(16)
0 que pode ser escrito como

znwﬁ:A§<1+A§>
+

e como Ay > A_, tomando o limite termodinamico,
temos

17)

. 1
p(h) = Jim Wlog Z1y B
1 N AN
= logAy, (18)

ou seja, Yg(h) =logA,, e para todo B > 0, e todo
h € R, a energia livre g (h) existe e é igual a

Pp(h) =log {e’g cosh(h) + \/62/5 cosh?(h) — 2senh(2p) } ,
(19)



que é uma fungéo analitica. Em outros termos,
o fato da energia livre ndo apresentar nenhuma
singularidade no limite termodindmico (o que é as-
segurado pelos Teoremas 3.1 e 3.2 e a estabilidade
de um tinico autovalor simples e maximal) garante
que o modelo de Ising unidimensional ndo apre-
senta coexisténcia de fases, ndo havendo, portanto,
nenhuma transi¢do. Para mais detalhes, consulte
[1] e [2].

B Modelos do Gelo

B.1 Modelo de seis vértices

Vamos considerar um modelo de seis vértices
generalizado, conforme [3], com as energias €1 > 0

il 2 3

para as configuragdes (1) e (2), e > 0 para as con-
figuragdes (3) e (4) e e3 > 0 para as configuracoes
(5) e (6). A construgédo das entradas da matriz de
transferéncia se dard conforme as configuracoes
aceitdveis em cada um dos valores possiveis de um
estado ¢; da Figura B, os quais sdo representados
esquematicamente na Figura [6| As condicoes de
contorno periédicas verticais sdo apresentadas na
Figura Bp, ja as condigdes de contorno peri6dicas
horizontais sdo caracterizadas através da identifica-
¢do da ligagdo N + 1 com a ligacdo 1.
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Figura 5: [3] a) Geometria dos andlogos unidimensionais de [3]; b) as condi¢des periédicas de contorno
na direcdo vertical evidenciam que cada vértice estd ligado aos seus vizinhos através de quatro pontes
de hidrogénio; c) os quatro valores possiveis de um estado ¢;.

Para calcularmos f(; ;) na matriz, observamos
os casos possiveis de configuracdes compativeis,
que nesse caso sdo apenas duas, a saber (1) — (1)
e (3) — (3), representadas nas Figuras [7a| e [7b| res-
pectivamente, e somamos suas energias. Para o
caso (1) — (1), como a configuragdo (1) tem ener-
gia €1 e aparece um par delas nesse caso, temos
uma energia

2
e Prreha = (e*ﬂgl) = e 2P, (20)

Para o caso (3) — (3), como a configuragdo (3) tem

Para calcularmos ¢, 5 na matriz, também ob- [8b|

servamos os casos possiveis de configuragdes com-
pativeis, que nesse caso sdo apenas duas, a saber
(1) —(4) e (3) — (2), representadas nas Figuras[3ale

energia ¢y temos um par delas, a energia fica

e~ Berp—Pe2 — p—2Be2 1)
Dessa forma, a entrada t(1,1)/ dada pela soma das
energias dos dois casos, fica
t(l,l) = 2he1 g2 (22)
As entradas t(1,2), t(1,3) € t(1,4) N0 apresentam
configuracdes compativeis, logo sdo todas nulas.

8b|respectivamente, e somamos suas energias. Para
o caso (1) —(4), como a configuragdo (1) tem ener-
gia €1 e a configuragdo (4) tem energia ¢, temos
uma energia e Pe1e—Fe2 = e~Plerte) | Para o caso
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Figura 6: [3] Representacdo esquemadtica da matriz de transferéncia (4x4) para os quatro valores possiveis
de um estado ¢;. Na primeira linha temos 1 —1,2—1,3 -1e4 — 1 (2 e 3 trocam de lugar na Figura
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Figura 7: Entrada f(;;) da matriz: a transi¢do 1 — 1 aceita apenas dois pares de configuragdes, a)
(1) = (1) eb) (3) — (3). O valor de t; ;) serd a soma das energias de cada caso.

(3) — (2), como a configuragdo (3) tem energia €,
e a configuracdo (2) tem energia ¢, a energia fica
e~ Peig=Pe2 — p—Ple1t€2)  Dessa forma, a entrada

Para calcularmos f(; 3) na matriz, também ob-
servamos os casos possiveis de configuragdes com-
pativeis, que nesse caso é apenas uma, a saber
(6) — (5), representada na Figura[9] Como a con-
figuragdo (6) tem energia €3 e a configuragdo
(5) tem também energia €3, temos uma energia

Para calcularmos ¢ (3 ;) na matriz, também ob-
servamos os casos possiveis de configura¢des com-
pativeis, que nesse caso é apenas uma, a saber
(5) — (6), representada na Figura Como a

configuragdo (5) tem energia ¢3 e a configuracgdo

t2), dada pela soma das energias dos dois casos,
fica

Hao) = e Plerter) 4 p—Blerter) — gp—Blerter)  (23)

e~ Pe=Pes = ¢=2P ogo

t(2,3) = 672ﬁ£3‘ (24)
As entradas f(5 1) € t(; 4) ndo apresentam confi-

guragdes compativeis, logo ambas sdo nulas.

(6) tem também energia €3, temos uma energia
ef;BsSg*ﬁ% = 672583, 10g0

t(3,2) = 372ﬁ83 . (25)



@ 2

1) ;3}
(@ (b)

Figura 8: Entrada f(;,) da matriz: a transi¢do 2 — 2 aceita apenas dois pares de configuragdes, a)
(1) —(4) eb) (3) — (2). O valor de ¢, 5) serd a soma das energias de cada caso.

(6)

Figura 9: Entrada t(, 3) da matriz: a transigdo 2 — 3 aceita apenas um par de configuragdes, (6) — (5), e
este serd o valor de t(; 3).
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Figura 10: Entrada f(3 ;) da matriz: a transi¢do 3 — 2 aceita apenas um par de configuragdes, (5)—(6),
e este sera o valor de f(3 ).

Para calcularmos £ 3 3) na matriz, também ob-
servamos os casos possiveis de configuragdes com-
pativeis, que nesse caso sdo apenas duas, a saber
(2) — (3) e (4) — (1), representadas nas Figuras
e respectivamente, e somamos suas ener-

gias. Para o caso (2) — (3), como a configuragado
(2) tem energia €1 e a configuragdo (3) tem ener-
gia £, temos uma energia e Pe1e—Fe2 = = Blarter),
Para o caso (4) — (1), como a configuracgao (4) tem
energia ¢; e a configuracdo (1) tem energia €1, a



energia fica e Pe1e— P2 = ¢=Ple1722), Dessa forma, As entradas t(3,1) € t(34) Nd0 apresentam configu-

a entrada (3 3), dada pela soma das energias dos
dois casos, fica

taa) = e Plerter) 4 o—Blerter) — go—Blerte) —(26)

3

2)

(@)

ragdes compativeis, logo ambas sdo nulas.
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Figura 11: Entrada f(33) da matriz: a transicdo 3 — 3 aceita apenas dois pares de configuragdes, a)
(2) —(3) eb) (4) — (1). O valor de t(3 3) serd a soma das energias de cada caso.

Para calcularmos f4 4) na matriz, observamos
0s casos possiveis de configuragdes compativeis,
que nesse caso sdo apenas duas, a saber (2) — (2)
e (4) — (4), representadas nas Figuras e
respectivamente, e somamos suas energias. Para o
caso (2) —(2), como a configuracao (2) tem energia
€1 e aparece um par delas nesse caso, temos uma
energia e Fe1e=Fe1 = ¢=2P€1_ Para o caso (4) — (4),

(2)
2)

(a)

como a configuragdo (4) tem energia €, temos um
par delas, a energia fica e~ #22¢~F2 = ¢=2P€2, Dessa
forma, a entrada t (4 4), dada pela soma das energias
dos dois casos, fica

t(4r4) = 372/581 + 672’682. (27)

As entradas t(4,1) t(42) € t(4,3) NAO apresentam
configuragdes compativeis, logo sdo todas nulas.

@
(4)

(b)

Figura 12: Entrada f(44) da matriz: a transicdo 4 — 4 aceita apenas dois pares de configuragdes, a)
(2) —(2) eb) (4) — (4). O valor de t(4 4) serd a soma das energias de cada caso.



Assim a matriz de transferéncia T é dada por

e 2Pe1 | o= 2Pe2 0
B 0 2e—Ble1tez)
T= 0 o—26es
0 0

B.1.1 Autovalores

Os autovalores de T sdo os ntimeros A (reais
nesse caso, uma vez que a matriz é simétrica)

det(T—All) = (efzﬁel +e 2P

que quando igual a zero nos da

2
(efzﬁs1 e A) =0 (30)
ou
(2ePlerres) — A)z —e Wm0, (31)
No primeiro caso temos uma raiz dupla
AM=Ar= 6‘_2‘551 + E_Z‘BEZ, (32)
e no segundo caso temos
2e Plertea) ) — 4p—2Pes (33)
logo
A = 2¢ Blerter) ¢ p—2pes (34)
de onde
Ay = e Plerter) _ o—2Pes (35)
e
Ay =20 Plerter) 4 o= 2P, (36)

Como e 2P > () para todo €3 € R, claramente

A3 < Ag. (37)

Além disso, dados a,b > 0, temos (a —b)? > 0,
ou seja, a%> —2ab + b* > 0, logo a? + b*> > 2ab e para
qualquer ¢ € R, vale 2ab > 2ab — ¢?> de modo que

a? + b* > 2ab — 2. (38)
Fazendo a = ¢ P41, b = ¢ P22 e ¢ = ¢ P temos
e 2Pe1 o 2Per > gp—Blerten)  p—2pes (39)

e assim

A3 <A1 = A (40)

Para compararmos A1 com A4 temos dois casos.

0 0
e 2Pes 0
26 Bler+e2) 0 (28)
0 6—2‘381 + 6—2‘562

tais que Tv = Av para algum vetor v € R*, logo
(T—Ally)v = 0 aceita solugdes ndo triviais ape-
nas se a matriz T — Ally for ndo invertivel, ou seja,
quando det(T — Ally) = 0. Dessa forma,

A) ? {(26’5(““2) - A)2 - e4ﬁ€3} , (29)

(i) A > Ag
Se A1 > A4 entdo temos a? + b2 > 2ab + ¢,
0 que ¢é equivalente a (a—b)% > 2, ou seja,
a—Db > c. Pela defini¢do de 4, b e ¢ que ado-
tamos, temos

e Per _pgPer > p—Pea (41)
ou seja,
e Per > p—Pea 4 pPes, (42)
Se ¢; > ¢j com i # j e ij€{23]} entdo
ePei > e P pois gi,€j > 0, logo
e Pt > pPe2 | pPes > 0P (43)

Dessa forma, temos —pe; > log(2) — Bej,
onde o logaritmo tem base natural, logo

B(ej —e1) > log(2) e assim
log(2)
> .
b2 B0 (a4)
Claramente ¢; > €1, pois
Bej >1og(2) + Ber > Per. (45)
(ii) )\1 < )\4:

Se Aq < A4 entdo temos a? + b% < 2ab + ¢,
0 que é equivalente a (a — b)2 <2, ou seja,
a—b<c. Assim

e Pel _gmBe2 < pPes, (46)
ou seja,

e P < pmPe2 4 o Pes (47)
Se ¢ > ¢j com i#jeije€{23}, entdo
e—Pei > e pois &;,¢; > 0, logo

e PeL < oPe2 y o Pes < Do P, (48)



Dessa forma, temos —fe; < log(2) — Be;,
onde o logaritmo tem base natural, logo
B(e;i —e1) <log(2) e assim

log(2)

. 49
P— (49)

p<

Claramente ¢; > €1, pois caso contrério, a
Equagéo néo faz sentido.

B.1.2 Transic¢do de fase

Uma vez que a n-ésima poténcia sua matriz de
transferéncia tem entradas nulas, para qualquer
que seja o 1, ndo ha garantias de um tnico auto-
valor maximal por parte do Teorema de Perron-
Frobenius. Em vez disso, hd sim uma alternancia
entre os autovalores na posi¢do maximal, o que
configura uma quebra de analiticidade da energia
livre de Gibbs, ou seja, uma transi¢do de fase. Em
outros termos, para termos uma transicdo de fase,
o que significa que a energia livre, dado que os
autovalores sdo positivos e fungdes analiticas de S,
é ndo analitica em algum ponto, devemos ter dois
autovalores se cruzando em certo f.

No limite termodindmico, resta somente o
maior autovalor e, para N — oo, a energia livre
é dada por

1 1 1
=_—_F=———logZny=—=1 A
f=y BN 087N =3 Ogie{r{}g};’g( i)
(50)
onde o logaritmo tem base natural e
I = tr (TN ) : 1)

Como os autovalores A1 e A4 se cruzam em algum
ponto

ﬁc S |}1’111'1 <10g(2) 10g(2)> ,max <10g(2) 10g(2)>] ,

81'—81,8]'—81 Si—£1,€j—£1
(52)
conforme as Equagdes e (#9), ha nesse ponto
uma transigio de fase. Caso €, = €3, entdo a transi-
¢do de fase se da em

Be = log(2)

N 82—81’ (53)

como ilustra a Figura

25 f

a L L
a 1 2

B=1/kT

Figura 13: Autovalores A e A4 para e; =0 e ¢y =¢e3 = 1. A transi¢do de fase ocorre em S = log(2),
quando A4 deixa de ser e A; se torna o autovalor maximal.

B.2 Modelo de oito vértices

O modelo de oito vértices é definido pela adi¢do
de uma energia €4 > 0 associada as configuracdes

A construgdo da matriz de transferéncia para
esse caso é muito similar ao caso de seis vértices, e

de vértices dos tipos (7) e (8) (Figura ao modelo
de seis vértices.

¢ dada por T’ na Equacdo (54):



()

Figura 14: [3] As configuracdes (7) e (8), juntamente

(8

com as seis configura¢des permitidas pelas regras

de gelo da Figura ??, definem o chamado modelo de oito vértices.

e—2Pe1 4 p—2pe2
0

0
Ze_ﬁ(€3+54)

0
2e—Ble1t+e2)
e—2Bes 4 o= 2By
0

Note que se e4 — 0o entdo e P& — 0 e a matriz
T’ se resume a matriz T do modelo de seis vértices.

T =

B.2.1 Autovalores

Da mesma forma como calculamos os autovalo-
res de T, calcularemos os de T'. Tais autovalores

2
det (T’ — AlLy) (721 4+ e722 —2)

ou seja,

4o 2B(e3+es) {(26/5(81“2) _ )\)2 _ (6*2553 + 32ﬁ€4)2] ,

0 De—Blea+es)
e~2Pes 4 o= 2P 0
9e—Ble1+e2) 0 (54)

0 e—2Be1 4 p—2Be2

sdo 0s nimeros A (reais nesse caso, uma vez que a
matriz é simétrica) tais que T'v = Av para algum
vetor v € R*, logo (T’ — Ally) v = 0 aceita solugdes
ndo triviais apenas se a matriz T’ — All4 for ndo in-
vertivel, ou seja, quando det (T’ — Ally) = 0. Dessa
forma,

{(2615(51“2) _ A)Z _ (6*21353 + 62554)2}

(55)

det (T’ — Ally) = {(32/561 4 e 2Pea _ A)Z — 452/3(€3+€4)] [(zeﬁ(eﬁfz) — )\)2 — (3*2/583 + 321384)2] ,

que quando igual a zero nos da

(72 + e72e2 —3) P geeta) (57
ou
(Ze*ﬁ@ﬁsz) - /\)2 = (e*zﬁ% + e*zﬁ%)z. (58)
No primeiro caso temos
A =e 2P o720 4 gp—Blestes)  (59)
ou seja,
A =e 2P e 2B g pemPlesta)  (g)
e
Ay = e 2P 2P _pe—Pleste)  (61)

Ja no segundo caso temos

A = 2e Blerter) 4 (6*2/%3 + 6*2/384) ,

10

(56)
logo
/\3 — 267‘3(81 +e7) + 672/583 + 672,384 (63)
e
Ay =2e Plerten) _o=20es _ p=2Pea  (64)

Como e P& > 0 para todo ¢ € R, k = 3,4, te-
mos claramente

A > Ay e Az > Ay (65)

B.2.2 Transicdo de fase

A existéncia de uma transicdo de fases depen-
derd se A1 ou A3 é o autovalor maximal, para cada
B > 0, e se houver tal transi¢do, esta ocorrerd em
alguma temperatura critica tal que A1 = A3, ou seja,

(e*ﬁﬁl _ 6*1582)2 = (e*ﬁfa _ 6*554)2.

Como temos quatro varidveis livres, vamos sim-

(66)

(62) plificar a andlise fazendo uma escolha particular



de energias que, conforme [3], correspondem fisi-
camente ao modelo de Slater para o KH; PO4 com
a adic¢do das configuragdes duplamente ionizadas.
Assim, sejam €1 =0, e =e3 =& > (0 e g4 = ng, com
n > 0, e neste caso, a Equacdo se torna

1—ePi=x (e_ﬁs — e‘”ﬁg) (67)
e os autovalores A; e A3 se tornam

A =1+ e 2P 4 2 Plntl)e (68)

A3 = 20 P 4 o7 2Pe 4 p2npe, (69)

Como f>0ee>0, temos 1— e P> 0. Além
disso, se 0 < n <1 a Equagdo @ se reduz a
1 = e "P¢, 0 que obriga algum dos valores a se
anular, logo 1 > 1 e, nesse caso, apenas a equagao

1—e Pe=p P bt (70)
faz sentido, o que nos dé
1—2e Py ombe =, (71)

Se n =2, por exemplo, teremos (1 — fflgs)2 =0,
o que resulta em f nulo ou ¢ nulo. Logo, nos resta
duas possibilidades: 1 <n <2 oun > 2. Para a pri-
meira, temos que 1 <7 < 2 implica em nfe < 2fe,
de onde e="F¢ > ¢=2P¢ logo

0=1—2¢Fpe P> 120 Py o2 (72)
nos da (1 —6*55)2 < 0, 0 que é impossivel uma
vez que o quadrado de qualquer ntimero é sempre
positivo. Finalmente, se houver transicdo de fase,
n deverd ser obrigatoriamente maior do que 2. Em
tais circunstancias, A; é o maior autovalor para
temperaturas baixas (B > B.) e A3 é o maior autova-
lor para temperaturas altas (B < B.), e a transi¢do
de fase ¢ de primeira ordem. A Figura[15apresenta
um caso particular.

p=1/kT

Figura 15: Autovalores A1 (Equacdo ) e A3 (Equacdo ) parae=1en=3. A transicdo de fase
ocorre em B ~ 0,48, quando A3 deixa de ser e A1 se torna o autovalor maximal.

Por outro lado temos, para n < 2, um tnico
autovalor maximal, a saber, A1, conforme apresen-

No limite termodindmico, para N — oo, a ener-
gia livre é dada por

1.1 __1 '
NF:—ﬁ—NlogZN— log max (A;) (73)

B “ie{1,3)

f

onde o logaritmo tem base natural e

Zn =tr (qu) . (74)

Para n < 2, a Equagao é analitica. J4 para
n>2,nao é.

tado na Figura 0 que torna a energia livre do
modelo uma func¢éo analitica.
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H s
p=1/kT

Figura 16: Autovalores A1 (Equagdo ) e A3 (Equacédo ) para e =1en =2. A transi¢do de fase ndo
ocorre e A1 é o autovalor maximal.
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