Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 42, 2020

Supplementary Material to *Uma introducao as estrelas estranhas”

Apéndice B - Equacao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff

A equacao TOV é derivada a partir das equagdes de Einstein para o campo gravitacional [9,10] e dadas por (em
unidades geométricas, onde ¢ = G = 1 e G é a constante gravitacional)

Gy = 87T}, . (1)

O tensor métrico, presente no tensor de Einstein G,,, pode ser obtido a partir do elemento de linha, que para uma
estrela esfericamente simétrica e estatica é dado por

ds? = e dt? — 2 M dr? — r2[d6? + sin® 0 d¢?] (2)

tal que, com v = v(r) e A = A\(r) temos
goo = €*; g1 = —e?;
goo = =175 g3z = —r?sin’ 6.
Os simbolos de Christoffel sao definidos a partir da métrica pela expressao a seguir
1
FZLV = igﬂ/a (8ugau + 8u9uo¢ - 6ag;w) . (3)

Como o tensor métrico é diagonalizado, sé temos termos nao nulos quando v = «, assim

I, = %gw (O + 0u gy — O 9u0) (4)
o que resulta nos seguintes termos nao nulos
I =T0 =", Tgo = v/e2™Y I =X,
I, = —re 2%, iy =—r sin?fe=2, T3, =T3 = % ,
I, = —sinfcosd Fi”?):l“gl:%, I3, =T3, =coth,

onde a linha denota a derivada parcial com relagao a r.
O tensor da curvatura de Riemann, na sua forma covariante, pode ser obtido a partir dos simbolos de Christoffel,
sendo dado por

_ o
R(?'yp,l/ - g5uR'tu

1
= 5(&/8#951/ + 950y 951 — 050u9y0) + gﬁn(l“gul“?y - Tful“gﬂ) . (5)
Portanto, o tensor de Ricci, que é definido por
R, = g&/RJu'w ) (6)
possui as seguintes componentes diagonais (as restantes sdo nulas por causa do tensor métrico):
e Roo = g"°Roooo + 9" Rioor + 97* Roooz + 9% Rsoos (7)
onde
Ropoo =0, (8)
Rigo1 = Ro110 = (VH + 1% - V’)\/)ey ) 9)
Rogo2 = Roazo = rv/e? ™Y | (10)
R3003 = Rozso = rsin® 92V (11)



logo,

/
Roo = <y” V24N - 21/) 2= (12)
r
o Ri1 =g Ro110 + ¢" Ri111 + 9% Ron1a + 6% Ra113, (13)
com Rpi119 ja calculado, temos
Ri111 =0, (14)
Ro112 = Rigo1 =1\, (15)
R3113 = R1331 = rsin2 %) )\/ y (16)
logo,
)\/
Riy=v"'4+1?—vN -2 (17)
T
e Ry = "' Roozo + g Rizo1 + 9% Rosos + g% Raoos (18)

com Rgoop € Ry991 ja calculados e Rosge = 0, temos

R3223 = R2332 = ’/‘2 SiIl2 9(1 — 672>\) s (19)
assim
Roy = (/' —rN + 1)e™ 2 — 1. (20)
o Ry3 = g"Roszs0 + 9" Riss1 + 97 Ross2 + 9% Rasas (21)
como R3333 = 0 e com os outros coeficientes ja calculados anteriormente, chegamos a
Rs3 = Ryosin®6 = [(rv/ — r\ +1)e 2 — 1]sin?4. (22)
A partir do tensor de Ricci, somos capazes de determinar o escalar de Ricci, tal que
R=g¢""R,, , (23)
o que fornece
r— X 1 2
R=2(-v" -2+ /N 2% R R (24)
r 72 r2

Assim, podemos obter o lado esquerdo das equagoes de Einstein, isto é, o tensor de Einstein, que na sua forma mista
é dado por

1
GY =R — iéffR , (25)
onde 0% é a delta de Kronecker, que possui valor igual a um quando p = v e zero para u # v. Portanto, temos
1 N 1
0 _ —2X
GO_ (7’2_27')6 _7"727 (26)
1 v 1
1_ —2X
Gl_ (7‘2+2T>6 _’/‘727 (27)
V=N
Gs =G = (V"+V'2V’)\'+ >€2)‘. (28)
r

O lado direito da equacao de Einstein é obtido ao considerarmos que a estrela é composta por um fluido ideal e
isotropico, sendo assim, o tensor energia-momentum na sua forma mista é escrito

T} = (e+ p)utu, — pdy (29)

onde u” é o quadrivetor velocidade ou quadrivelocidade do fluido. Desta forma, no referencial de repouso do fluido
ut = (1,0,0,0). Por isso, temos
I=e¢, T\ =T;=T5 =—p. (30)



A partir da aplicagao dos tensores G¥ e TH na Eq. (1), obtemos as seguintes relagoes

(-7 = et o
(72 = = st a
(VN +V2 =N+ V- X) e 2 = 8mp(r) (33)
Podemos relacionar e?* com a massa da estrela ja que
L) =1-e P arne®, »

2

o que, multiplicando os dois lados da equagao por r~=, resulta em

Sl - = [ (5-2) - 4] )

Assim, a partir da Eq. (31), temos

Ld —2X
8me(r) = g [r(1—eY)], (36)
ou, multiplicando por r2 e integrando, temos
87r/ r2e(r)dr’ = r(1 —e ). (37)
0
Isolando e~2* temos o v
e =1-" r2e(r’)dr’ . (38)
T Jo

Como a relagao entre massa e raio no interior da estrela é descrita por

4 = 4re(r), (39)

que na sua forma integral fica
m(r) = 47r/ r2e(r’)dr’ (40)
0

podendo ser associada com a Eq. (41), tal que

e = (1 - 2m(r))_1 . (41)

r

Ainda pela Eq. (31), podemos isolar X', o que resulta em

1
N=o-{1- e [1—8mr?e(r)]} . (42)
r
Na Eq. (32), podemos isolar v/, obtendo
1
v = o {e** [8nr?p(r) +1] — 1} . (43)

A fim de resolvermos Eq. (33), devemos calcular, a partir da Eq. (43), v/? e "/, além do produto v’ e da diferenca
(v — X)/r. Apés cdlculos diretos, porém longos, chegamos aos seguintes resultados:

[ 1 1 1
V2 =t _167727“2192(1") + 4dmp(r) + 472] — e [47rp(7“) + 272] t e (44)
[ 1
V= et 3212r%e(r)p(r) + 4me(r) — dmp(r) — 273] + 62’\[47rrp’(r) + 8mp(r)] + 5,2 (45)
I/ 4 [ 2.2 1 2 1 1
VN = e* |16m°r*p(r)e(r) + 2me(r) — 2mp(r) — 2| te 2mp(r) — 2me(r) + 52| T2 (46)
I r r r
v =N ~ 1 1
= 4 —4 —|-=. 4
. e _ mp(r) — 4dme(r) + 7"2} 2 (47)




Substituindo os resultados acima na Eq. (33), agrupando os termos e simplificando-os, temos
{2 8rrPp(r) + 1] — 1}e(r) + p(r)] + 2rp/'(r) = 0. (48)

Isolando p'(r) = dp/dr e utilizando o resultado obtido na Eq. (41), finalmente, chegamos & equagdo TOV em unidades

someircas dudpr dp _ m(r)e(r) [1 N pEr; ] [1 . 47rr3p(7“)} {1 _ 2’”(7")} o (49)

dr 72

m(r)





