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Material Suplementar para “Obtencao da relagcao de planck em espago-tempo com
horizonte de eventos”

0.1. Apéndice B

Neste apéndice, apresentamos a derivagao detalhada das expressoes obtidas na Segao (3), evidenciando como o
formalismo de integrais de caminho, quando estendido ao tempo imaginério (ou euclidiano), conduz naturalmente
a forma explicita da matriz densidade térmica de um sistema quantico em equilibrio. O objetivo é mostrar, de
maneira rigorosa e pedagogica, como o procedimento de rotacao de Wick conecta a formulagao quantica e estatistica,
permitindo interpretar a evolugdo temporal em termos de temperatura inversa 5 = 1/kpT.

Continuando analiticamente a expressao do propagador quantico para o tempo imaginario, identificamos que a
matriz de densidade térmica pode ser escrita como:

K (to,q2t1,q1) = N/Dq x exp [iS (q)]

ta
K (t2,q2:t1,q1) = N/Dq X exp [Z/ Ldt]’ (1)
ty

onde L =T —V é alagrangiana do sistema. A transformacao dt = idTg introduz o tempo euclidiano, correspondendo
a rotagao de Wick ¢ — iT'g, que converte a fase oscilatéria do integrando em uma exponencial decrescente. Substituindo

na Eq., obtém-se:
B
N/Dq X exp z/ L(idTg)
0

B
N/quexp l/ LdTg
0

K (8,¢:0,¢') = N/quexp[—SEL (3)

K (8,4;0,¢)

K (B8,4;0,¢")

; (2)

revelando o chamado kernel euclidiano,

no qual Sg ¢é a agao euclidiana.
2 2
Aplicando essa formulagdo ao oscilador harmonico, cuja lagrangiana é L = %qQ — el

temporal t — iTg, a lagrangiana euclidiana:

, obtemos, apds a rotagao

m mw?q?
Lp=——¢*— . 4
E B q 9 (4)
A agdo euclidiana, expressa em unidades naturais (A = kg = 1), é entdo dada por:
m (7 -2 2 2
SE = —5 (q + mw-q )dTE (5)
0

A partir do principio variacional 6Sg = 0, obtemos a equagdo de movimento:
j—w’q=0, (6)

cuja solugao geral é uma combinacao linear das fungées hiperbdlicas:

q(Tr) = Asinh (wTg) + B cosh (WTg) . (7)
Elevando a Eq. ao quadrado:
¢ = A%sinh(wTg)? + B2 cosh (wTg)® + 2AB sinh (wTg) cosh (wTg)
¢ = AZsinh(wTg)® + B?cosh (wTg)? + ABsinh (2wT%) . (8)
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Derivando a Eq. em relacao ao tempo euclidiano e a elevando ao quadrado, obtemos

G2 =w? {32 sinh (wTE)2 + AZ cosh (wTE)2 + ABsinh (2wTE)| .

Agora, substituindo as Eqgs. e @ na Eq., calcularemos a agao do oscilador harménico

2

B
/ [A2 sinh (wTg)? 4+ B2 cosh (wTg)? + ABsinh (2wTg)
0

+  BZ%sinh (wTg)* + A% cosh (wTg)? + ABsinh (2wTE)] dTg

2

/Oﬂ [A2 (sinh (wTg)? + cosh (wTE)Q)

+ B (smh (wT's)? + cosh (wTE)Q) + 2ABsinh (2wTE)} AT}

2

mw
mw
Sg = 772
mw
Sp = T
mw
mw
Sr = 5
mw
§p = %

8
/ [(A? + B?) cosh (2wTg) + 2ABsinh (2wTg)] dTg
0

B
A% + B?
g sinh (2wTg) + AB cosh (2wTEg)

0

B ot (208) + AB (cosh (208) — 1

2 2
(2B i (209) + AB cosh (209) — AB

Aplicando as condigoes de extremizagao:

da mesma maneira

Portanto, temos que

A2 =

A?+B? =

A* 4+ B? =

A*+B* =

AB =

q(0) = ¢ = Asinh(0) + Bcosh (0)
B = ¢,

q(B) = q=Asinh(8)+ ¢ cosh(B)
A = G- deosh(wh)

sinh (wp3)

q* + ¢"? cosh (wB) — 2qq’ cosh (wg)
sinh (wf)”

q%

¢* + 4" cosh (wB) — 24q’ cosh (WB) | 2
sinh (wg)” I

@2 + ¢ cosh (wfB) — 2qq’ cosh (wf) + ¢’ sinh (wpB)?

sinh (wp)’

q% + ¢'? cosh (2wf) — 2qq’ cosh (wp)
sinh (wf)’

qq' — ¢"* cosh (wp)

sinh (wf3)? '

)

)

)

(10)



Substituindo as Egs. e na Eq., obtemos

Sk

Sk

Sk

Sk

Sk

Sk

Sk

Sk

Se

_mw q? + ¢ cosh (2wpB) — 2qq’ cosh (wpB) | .
2 { 2sinh (wf)? ] sinh (26)

" — ¢ cosh (w " — ¢"% cosh (w

) o)~ |
mw [ [¢*+ ¢ cosh (2wfB) — 2qq’ cosh (wf)

2 { [ 2sinh? (wp)

qq’ cosh (2wf3) — ¢'? cosh (wf) cosh (2w/3) N —qq' + ¢"* cosh (wp) }

} 2sinh (wf3) cosh (wp)

sinh (wp) sinh (wp)

mw [ ¢ + ¢ cosh (2w) cosh (wfB) — 2¢¢’ cosh? (wp)
2 { sinh (wp)
qq’ cosh (2wf3) — ¢'% cosh (wB) cosh (2wB) — qq’ + q'* cosh (wp)

sinh (wp3) }

mw [ ¢? cos (w) + ¢ cosh (wf) — 2¢¢’ cosh? (wB) + q¢’ cosh (2wp) — qq’
2 { sinh (wp) }

mw (q2 + q’2) cosh (wp) — 2qq¢’ cosh? (wB) + qq’ [cosh (2wp) — 1]
2 sinh (wp)

mw | (¢ + ') cosh (wB) — 2qq’ cosh® (wp) + 2qq’ sinh? (wp)
2 sinh (wp3)

mw | (g% + ¢?) cosh (wB) — 2q¢’ [cosh? (wB) — sinh? (wp)]
2 sinh (wp)

mw | (¢* +¢") cosh (wB) — 2q¢'
2 sinh (wf3)
_#wwﬂ) {(¢* + ¢'*) cosh (wB) — 2¢q'} .

Descobrimos que a matriz de densidade térmica do sistema pode ser expressa na forma

mw

p(q.q") = Nexp {2 Sinb (0F)

[(q2 + q'2) cosh (wfB) — 2qq'] } )

(13)

(14)



A Eq. pode ser reescrita da seguinta forma:

mw

SE = _4sinh (wﬁ/ 2) cosh (wﬂ/Q) {q2 cosh (wﬁ) +q/2 cosh (UJB) _2qq/}
= mew 2 2

Sg =  4sinh (wB/2) cosh (wfB/ 2) {q cosh (wp) + ¢'* cosh (wp)
—  2qq cosh (wB) + 2qq’ cosh (wB) — 2qq’}

Sg = e {(¢* + ¢"* — 2q¢’) cosh (wp)

~ 4sinh (wf/2) cosh (wh/2)
+  2q¢ (cosh (wB) — 1)}

Sp = " 4sinh (wpB/2) cosh (wB/ 2) {(q —¢')” cosh (wp) + 4qq’ sinh? (wﬁ/2)}
Sp = " 4sinh (wB/2) cosh (wB/ 2) {(q -q) [Cosh2 (wp/2) + sinh? (wﬁ/Q)]

+  4qq sinh? (wB/2)}

mw
Sg =

~ 4sinh (wf/2) cosh (wf/ 2) {(q —d)
+ [(a— ) +9¢'] sink? (w5/2)}

Sp = ~ 4sinh (wB/ 2) cosh (wB/ 2) {(q - q’)Q cosh? (wp/2)

+ (q+¢)?sinh® (wB /2)}

? cosh? (wB/2)

o mw N2 cosh? (wB/2)
Se = _4{(‘1_9’) sinh (wf/ 2) cosh (wB/ 2)
2 sinh? (wf3/2)
+ latd) sinh (wB/ 2) cosh (ws3/ 2) }
B mw 2 cosh (wB/2) 2 sinh (wB/2)
Se = —4{(q—q) sinh(wﬁ/2)+<q+q> cosh(wﬁ/2)}
Sp = —25{(a=¢)" coth (B/2) + (¢ + )" tanh (w/ 2)} . (15)

Esse procedimento, exposto de maneira algébrica, conduz & expressao final da ag@o euclidiana cléssica:

mw
Sp = —————{(¢*+ ¢*) cosh (wB) — 2¢¢'} . 16
B Qsinh(wﬁ){(q q"*) cosh (wp) — 2qq'} (16)
A substitui¢cdo de Sg no kernel euclidiano nos fornece diretamente a matriz de densidade térmica p(q, q’), que
expressa o carater estatistico e quantico do sistema:

p(g,q") = Nexp {_%lr:ﬁc@ [(¢ + ¢%) cosh (wf) — 2¢¢'] } : (17)

Apdés manipulagoes algébricas adicionais, essa expressdo assume a forma mais simétrica e compacta:
/ mw n2 wp "2 wp
p(a,¢’) = Nexp === |(g—¢) coth | —= | + (¢ +¢) tanh [ —= || ¢, (18)

que ¢é precisamente a matriz densidade térmica do oscilador harmoénico quantico em equilibrio a uma temperatura
T =1/p).

Do ponto de vista conceitual, este resultado mostra como o formalismo de tempo euclidiano permite a traducao
natural entre a dindmica quantica e a termodinamica estatistica, sendo uma das ferramentas fundamentais na
formulagao de teorias quéanticas de campos em espagos-tempos curvos e na andlise de fendmenos como a radiacao de
Hawking e o efeito Unruh.

Além disso, o detalhamento matemético apresentado aqui tem também um cardter pedagdgico: fornece aos
estudantes uma visao completa da aplicagao das integrais de caminho & mecéanica quantica de sistemas simples,
oferecendo uma base sélida para compreender os métodos mais sofisticados empregados em gravitacao quantica e
teoria de campos a temperatura finita.
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